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（２）ｔａｎπｎ ＝
１
２
或ｔａｎπｎ ＝

１
４
．

若ｔａｎπｎ
是正整数，则可以令ｔａｎπｎ ＝ｋ．

因

为ｔａｎπ
４＝

１，ｔａｎ０＝０，而函数ｙ＝ｔａｎｘ在区间

［０，π
４
］内是单调递增函数，所以当ｎ ≥５时，

ｔａｎπｎ ＜１．即ｔａｎ
π
ｎ＝ｋ

，只有ｎ＝４（ｋ＝１）这一

个解，这恰是我们前面讨论过的正方形的情况．

若ｔａｎπｎ ＝
１
２
或ｔａｎπｎ ＝

１
４
，则显然都没有

正整数解．
这就说明，当正多边形的边数ｎ≥５时，周长

与面积相等的正多边形是不存在的．

４　圆形
我们可以把圆形视为多边形的一种特例．设

圆的半径为ｒ，若圆的周长与面积相等，则有２πｒ
＝πｒ２，即ｒ＝２．也就是说，当且仅当圆的半径为２
时，圆的周长与面积相等．
把上面的问题进一步推广，还可以讨论一些

立体图形中的相关问题．例如，对于立方体来说，
如果它的表面积与它的体积相等，那么这个立方
体的棱长一定都是６．有兴趣的读者可以做出进
一步的讨论．
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不要冗长要简约　不要奖金要精美
福建省福州华侨中学　　李文明　　（邮编：００００００）

　　《中学数学教学》在每一期的封底都刊登有
奖解题擂台，形式新颖，吸引了很多数学爱好者
眼球，好的证明方法更是层出不穷，为初等数学
的繁荣与普及做出积极贡献．当然笔者也被擂台
上的数学问题所吸引，这是因为数学解题最重要
的能够有效地训练人的数学思维能力，进而不断
提高数学的核心素养．下面是笔者经过反复认真
的思考与探究得到了擂台赛问题的一个简明的、
具有普遍意义的、且有点颠覆传统的证明方法。
问题一　有奖解题擂台（１０９）

证明　不妨设π＞Ａ≥Ｂ≥Ｃ＞０
３Ａ
２ ≥

Ａ＋Ｂ＋Ｃ
２ ＝π２

π
２ ＞

Ａ
２ ≥

π
６ ≥

Ｃ
２ ＞

０．

所以ｔａｎＡ
２ ＋

ｔａｎＢ
２ ＋

ｔａｎＣ
２ －

槡３－１
８

ｃｓｃＡ
２
ｃｓｃＢ
２
ｃｓｃＣ
２≤

３ｔａｎＡ
２－
槡３－１
８
ｃｓｃ３Ａ

２
恒成

立，三角因此有

ｔａｎＡ
２＋

ｔａｎＢ
２＋

ｔａｎＣ
２－

槡３－１
８
ｃｓｃＡ

２
ｃｓｃ

Ｂ
２
ｃｓｃＣ

２ ≤
（３ｔａｎＡ

２－
槡３－１
８
ｃ　ｓｃ３

Ｃ
２
）
ｍｉｎ
＝３　×

槡３
３ －

槡３－１
８ ×（２）３＝０当且仅当Ａ＝Ｂ＝Ｃ＝π３

时，“＝”成立！
问题二　有奖解题擂台（１１０）
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证明　不妨设π＞Ａ≥Ｂ≥Ｃ＞０
π
２ ＞

Ａ
２ ≥

π
６≥

Ｃ
２＞

００＜ｃｏｔ
Ａ
２≤

ｃｏｔＢ
２≤

ｃｏｔＣ
２

ｒ
Ｒ ≤ｃｏｓＣ

（ｃｏｓＣ）ｍｉｎ＝
１
２
．

因 此 ｃｏｔ Ａ
２ ＋ ｃｏｔ Ｂ

２ ＋ ｃｏｔ Ｃ
２ －

１６Ｒ
ｒ －

２ｒ
Ｒ －槡 ４ ≥３ｃｏｔ

Ａ
２ －

１６Ｒ
ｒ －

２ｒ
Ｒ －槡 ４

恒成立，因此

ｃｏｔＡ
２＋
ｃｏｔＢ
２＋
ｃｏｔＣ
２－

１６Ｒ
ｒ －

２ｒ
Ｒ －槡 ４≥

（３ｃｏｔＡ
２－

１６Ｒ
ｒ －

２ｒ
Ｒ －槡 ４）

ｍａｘ
＝ ３ × 槡３ －

１６×２－１　－槡 ４＝０．

当且仅当Ａ＝Ｂ＝Ｃ＝π３
时，“＝”成立！

问题三　有奖解题擂台（１１４）

证明　不妨设ａ≥ｂ≥ｃ＞０，ｘ≥ｙ≥ｚ＞
０

于是 ｂ＋ｃ
ａ（ｙ＋ｚ）

＋
ａ＋ｃ

ｂ（ｘ＋ｚ）＋
ｂ＋ａ
ｃ（ｙ＋ｘ）

－３×

ａ＋ｂ＋ｃ
ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ≥

３×
２ｃ

ａ·２ｘ－３×
３ａ
３ｃｚ
恒成立，

因此

ｂ＋ｃ
ａ（ｙ＋ｚ）

＋
ａ＋ｃ

ｂ（ｘ＋ｚ）＋
ｂ＋ａ
ｃ（ｙ＋ｘ）

－３×

ａ＋ｂ＋ｃ
ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ≥

（３×
２ｃ

ａ·２ｘ－３×
３ａ
３ｃｚ
）
ｍａｘ
＝０，

当且仅当ａ＝ｂ＝ｃ，ｘ＝ｙ＝ｚ时，“＝”成立！
问题四　有奖解题擂台（１１５）

证明　不妨设ａ≥ｂ≥ｃｔａ ≤ｔｂ≤ｔｃ，３Ａ

≥Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝π
Ａ
２ ≥

π
６
．

所以
ｔａ
ａ
２

＝
ｓｉｎＢ

ｓｉｎＡ
２

≤
ｓｉｎＢ

ｓｉｎπ
６

＝２ｓｉｎＢ
ｔａ
ａ ≤ｓｉｎＢ

，

则
ｔ　２ａ

ｂ２＋ｃ２
＋

ｔ　２ｂ
ｃ２＋ａ２

＋
ｔ　２ｃ

ａ２＋ｂ２ ≥
３ｔ　２ａ
２ａ２

恒成立，因此 ｔ　２ａ
ｂ２＋ｃ２

＋
ｔ　２ｂ

ｃ２＋ａ２
＋

ｔ　２ｃ
ａ２＋ｂ２ ≥

（３ｔ　
２
ａ

２ａ２
）
ｍａｘ
＝
３
２×

ｓｉｎ２　Ｂ≥
３
２×

ｓｉｎ２π
３＝

９
８≥

９
４
·

ｒ
Ｒ．

当且仅当ａ＝ｂ＝ｃ时，“＝”成立！
问题五　有奖解题擂台（１１６）

证明　不妨设ａ≥ｂ≥ｃ＞０，则
ａ３ｂ＋ｂ３ｃ＋ｃ３　ａ－（ａ２ｂ２＋ｂ２ｃ２＋ｃ２　ａ２）≥

３（ｃ４－ａ４）恒成立，因此
ａ３ｂ＋ｂ３ｃ＋ｃ３　ａ－（ａ２ｂ２＋ｂ２ｃ２＋ｃ２　ａ２）≥

［３（ｃ４－ａ４）］ｍａｘ＝０．
当且仅当ａ＝ｂ＝ｃ时，“＝”成立
一个好的数学方法，不仅仅能够解决某个具

体问题，还能够解决一类问题，本质上讲我们没
有利用任何著名的不等式定理，仅仅是根据实数
的有序性公理，恰当的放的同时再恰当的缩，回
归数学的本真，大道至简，至简大美！数学的魅
力是无穷的，关键是要用心去思考，用心去挖掘，
用心去感受！其实此种方法可以解决众多的国

内国际数学奥林匹克不等式问题，这将为数学的
普及开创全新的局面！

（收稿日期：２０１８－０６－２０）
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