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在数学的课堂教学中，学生往往埋没于数学的题海、
教师的讲解之中.教师讲得多，学生做得多，久而久之，学
生逐渐失去学习的兴趣，丧失发现问题、提出问题、解决
问题的能力，仅仅成为解题的机器，从而缺乏探究能力.
利用变式方法采用一题多解、一题多变的课堂数学探究
形式，引导学生积极探索，不但能提高学生的学习兴趣，
而且对于提高学生的运算能力、优化解题思路、增强逻辑
推理能力都有很大的好处.本文就抛物线一节作如下说明.

一、变式教学，揭示基本性质

例1 斜率为1的直线经过抛物线y2=4x的焦点，与抛
物线相交于A、B两点，求线段AB的长.

学生容易给出解答：由题意，可求出直线方程，与抛
物线方程联立，可求出A、B两点的坐标，利用两点间的
距离公式，求出线段AB的长为8.

教师给出下列变式，进一步揭示直线与圆锥曲线的
关系：

变式一：若直线AB的斜率为k，则线段AB的长为多
少？（揭示弦长公式，求弦长的实质是根与系数的关系的
应用）

变式二：若过抛物线y2=2px（p＞0）焦点的直线交抛物
线于A（x1，y1）、B（x2，y2）两点，求证：|AB|=x1+x2+p；

变式三：倾斜角为θ的直线过抛物线y2=2px（p＞0）的

焦点且交抛物线于A、B两点，求证：|AB|= 2p
sin2θ

；

变式四：例1中，若弦长|AB|=8，求直线的斜率k；
变式五：例1中，若弦长|AB|不超过8，求直线倾斜角θ

的取值范围.
通过以上变式教学，对问题进行迁移，学生不仅全

面掌握与圆锥曲线弦长有关问题的解法，而且增强了学
生的创新意识和应变能力.

二、变式教学，抓住本质特征

例2 已知抛物线y=x2，动弦AB的长为2，求AB中点
纵坐标的最小值.

解：设A（x1，y1）、B（x2，y2），AB的中点为M（x，y），抛物

线焦点F 0，1
4� �，准线方程为y=- 1

4
.

如图1，过点A、B、M分别作准

线y=- 1
4
的垂线，垂足分别为A1、

B1、M1，则2|MM1|=|AA1|+|BB1|.

因为 |MM1|=y+
1
4
，|AA1|=

|AF|，|BB1|=|BF|，所以2 y+ 1
4� �=|AF|+|BF|.

因为 |AF|+|BF|≥|AB|=2，（当且仅当AB过点F时，

|AF|+|BF|=2）所以2 y+ 1
4� �≥2，即y≥ 3

4
，所以点M纵坐

标的最小值为 3
4
.

这道题利用数形结合的思想，充分应用抛物线的定
义，解答过程简洁明快，似乎问题已得到完美解决.但将
问题作如下改变呢？

变式：例2中的动弦AB的长为 1
2
，求AB中点纵坐标

的最小值.
分析：乍一看，似乎和例2类似.实际上，抛物线y=x2

的通径长为1，而通径为抛物线过焦点的弦中弦长最短

的.动弦的长为 1
2
，显然，动弦AB不可能过抛物线的焦

点，即等号不能取得，当然也就不能再用例2的解法了.
解：设直线AB的方程为y=kx+b，
设A（x1，y1）、B（x2，y2），AB的中点为M（x，y）.

由 y=kx+b，
y=x22 ，

消去y得x2-kx-b=0， ①

则x1、x2为方程①的两实根，

所以
x= x1+x2

2
= k
2
，

y=kx+b

2
2
22
2
2
2
2
2 ，

即 k=2x，
b=y-2x22 .

②

因为|AB|= 1
2
，所以 （1+k2）（k2+4b）%

姨 = 1
2
，即（1+k2）·
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（k2+4b）= 1
4
. ③

将②代入③得（1+4x2）（4x2+4y-8x2）= 1
4
，

所以4y= 1
4
· 1
1+4x2

+4x2= 1
4
（4+16x2）+ 1

4+16x2
-1.

令u=4+16x2（u≥4），

则4y= 1
4
u+ 1

u
-1在［4，+∞）上单调递增.

所以当u=4时，ymin=
1
16

.

显然，例2也可用此法解答.通过变式教学，让学生
从“变”中发现“不变”的本质，从“不变”中探索“变”的规
律，从而优化学生的思维品质，培养学生发现问题和解
决问题的能力与素养.

三、变式教学，发散学生思维

例3 已知M为抛物线x=y2上的动点，定点A（1，0），
求|MA|的最小值.

解：设M（x，y）（x≥0），

则|MA|= （x-1）2+y2%
姨 = x2-x+1%

姨 = x- 1
2姨 姨2+ 3

4
%

姨 .

所以当x= 1
2
时，|MA|min=

3%
姨
2

.

变式一：M为抛物线y2=4ax（a＞0）上的动点，当M到
A（1，0）的距离|MA|最小时，M的位置为M0，若|M0A|＜1，求
a的取值范围.

解：设M（x，y）（x≥0），
|MA|2=（x-1）2+y2=（x-1）2+4ax=x2+（4a-2）x+1
=［x+（2a-1）］2+4a-4a2（x≥0）.

（1）若2a-1≥0，即a≥ 1
2
，则当x=0时，|MA|2min=1.

（2）若2a-1＜0，即0＜a＜ 1
2
，则当x=1-2a时，|MA|2min=

4a-4a2，

则|M0A|= 4a-4a2%
姨 ＜1，所以0＜a＜ 1

2
.

变式二：在一轴截面为抛物线型的酒杯中，放入一
半径为r的玻璃球，抛物线的方程设为x2=2py（p＞0），当r
在什么范围内时，玻璃球会触及到酒杯底部？

解法一：因为圆心在y轴的正半轴上，所以设圆的方
程为x2+（y-r）2=r2.

由
x2=2py，
x2+（y-r）2=r22 ，

消去x得y2-2ry+2py=0，

则y1=0或y2=2r-2p.

由题意，圆与抛物线有且只有一个交点，且交点为
原点.

所以2r-2p≤0.所以0＜r≤p.
解法二：由题意知圆心C（0，r），
则C与抛物线上的点的距离的最小时，抛物线上的

点为原点.
设M（x，y）为抛物线上任意一点，则
|MC|2=（x-0）2+（y-r）2=x2+（y-r）2=y2-2ry+2py+r2

=［y-（r-p）］2-（r-p）2+r2（y≥0）.
（1）若r-p≤0，即0＜r≤p，则当y=0时，|MC|2min=r2.
（2）若r-p＞0，即r＞p，则当y=r-p时，|MC|2min=2pr-p2.
令2pr-p2=r2，所以r=p（舍去）.
所以0＜r≤p.
变式一也可用解法一来求解，视作圆（x-1）2+y2=1与

抛物线y2=4ax有且只有一个交点，且交点为原点.

由
（x-1）2+y2=1，
y2=4ax2 ，

消去y得x2-2x+4ax=0，

则x1=0或x2=2-4a，

所以2-4a＞0.所以0＜a＜ 1
2
.

例3也可用此法.这种变式教学，逐步加大难度，分
散难点，注重运算过程，让学生感受到成功的喜悦，加强
学生学习的信心，提高学生学习的兴趣，同时也培养学
生严密的数学思维.

在重视基础知识、基本能力的同时，恰当地进行变
式教学、变式练习，优化课堂教学，多角度思考问题，是
一种再创造性的学习过程，是培养学生运算能力、推理
探究能力和实施研究性学习的重要途径.

总之，数学的魅力就在于“变”，有“变”才有“活”，在
这当中，设计适当的变式，可以给学生提供一座桥，让学
生在已知的水平和未知的水平之间自然过渡，这里的最
近发展区要把握好.“变式”能避免学生反复的练习同一
题型，避免学生在低层次之间反复的重复，从而使学生
的思维能力得到更宽、更广、更深的培养，使学生的数学
核心素养得到有效的渗透.
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