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福建省福州华侨中学 (350004) 李文明

《普通高中数学课程标准 (2017年版)》指出,数学学科

的核心素养包括: 数学抽象、数学推理、数学建模、直观想象、

数学运算和数据分析,这些数学学科的核心素养既相对独立

又相互交融,是一个有机的整体. 正因如此,作为选拔和发现

具有数学潜能学生的中学数学竞赛不仅要考查学生数学核

心素养方面是否有突出的表现,更要考查学生的数学思维品

质和创新能力,因此,对中学数学竞赛试题认真研究,创新思

考,不仅对中学数学教学十分有益,而且更有利于培养学生

的数学创新能力. 下面我们对几道数学竞赛题进行认真探索,

创新思考.

一、四个案例

题目 1 (2018 年第六届“学数学”奥林匹克邀请

赛 (秋季) 第一试第 10 题) 设 λ 为实数, 已知对任意

的非负实数 a, b, c, 都有 M 6 λ
(
a2 + b2 + c2

)
成立, 其

中 M =
√
b2 − bc+ c2 ·

√
c2 − ca+ a2 +

√
c2 − ca+ a2 ·

√
a2 − ab+ b2 +

√
a2 − ab+ b2 ·

√
b2 − bc+ c2. 试求实数 λ

的最小值.

解答 取 a = b =

√
2

2
, c = 0,可得 λ > 3

2
.

以下证明: M 6 3

2

(
a2 + b2 + c2

)
.

法一 首先证明如下引理.

引理 若 a, b > 0, 则 ab + (a + b)
√
a2 − ab+ b2 6

3

2

(
a2 + b2

)
.

引理的证明 引理等价于

(a+ b)
√
a2 − ab+ b2 6 3

2

(
a2 + b2

)
− ab

⇔ 4(a+ b)2
(
a2 − ab+ b2

)
6
(
3
(
a2 + b2

)
− 2ab

)2
⇔ 4(a+ b)

(
a3 + b3

)
6 9

(
a2 + b2

)2 − 12
(
a2 + b2

)
ab+ 4a2b2

⇔ 4
(
a4 + b4 + ab3 + a3b

)
6 9

(
a4 + b4 + 2a2b2

)
−12

(
a3b+ ab3

)
+ 4a2b2

⇔ 5a4 − 16a3b+ 22a2b2 − 16a3b+ 5b4 > 0

⇔ (a− b)2
(
5a2 − 6ab+ 5b2

)
> 0

.

最后一式显然成立,从而,引理得证.

回到原题.

不妨设 a > b > c, 则 ca > c2, bc > c2, 于是

M 6 ba + a
√
a2 − ab+ b2 + b

√
a2 − ab+ b2 = ab + (a +

b)
√
a2 − ab+ b2 6 3

2

(
a2 + b2

)
6 3

2

(
a2 + b2 + c2

)
.

法二 不妨设 a > b > c,则 ca > c2, bc > c2,于是M 6

ba+a
√
a2 − ab+ b2+b

√
a2 − ab+ b2. 若 b = 0,则 c = 0,结

论显然成立. 若 b > 0,考虑 S =
(a+ b)

√
a2 − ab+ b2 + ab

a2 + b2

(a > b > 0). 不妨设 a2 + b2 = 1,并设 t = a+ b,则易知 1 <

t 6
√
2, ab =

1

2

(
(a+ b)2 −

(
a2 + b2

))
=

1

2

(
t2 − 1

)
. 从而,

S = t

√
1− 1

2
(t2 − 1)+

1

2

(
t2 − 1

)
=

1

2

(
t
√
6− 2t2 + t2

)
−

1

2
. 令 g(t) = t

√
6− 2t2 + t2 (t ∈ (1,

√
2]), 则 g′(t) =

√
6− 2t2 + t · −4t

2
√
6− 2t2

+ 2t =
6− 4t2 + 2t

√
6− 2t2√

6− 2t2
.

下面证明,当 t ∈ (1,
√
2]时,有

6− 4t2 + 2t
√
6− 2t2 > 0 1⃝

当 t ∈
(
1,
√

3
2

]
时,有 6− 4t2 > 0, 2t

√
6− 2t2 > 0, 1⃝成立.

当 t ∈
(√

3
2
,
√
2
]
时,有 3

2
< t2 < 2,注意到 1⃝等价于

t
√
6− 2t2 > 2t2 − 3 ⇔ t2

(
6− 2t2

)
> 4t4 − 12t2 + 9

⇔6t4 − 18t2 + 9 < 0 ⇔ 2t4 − 6t2 + 3 < 0

⇔3−
√
3

2
< t2 <

3 +
√
3

2

因此,当 t ∈
(√

3
2
,
√
2
]
时,式 1⃝也成立. 从而, g′(t) > 0,即

g(t)在 (1,
√
2]上单调递增. 故 g(t)在 t =

√
2时取到最大值

g(
√
2) = 4. 进而, S 在 t =

√
2时取到最大值

3

2
,即 S 6 3

2
.

因此, (a+ b)
√
a2 − ab+ b2 + ab 6 3

2

(
a2 + b2

)
,故

M 6(a+ b)
√
a2 − ab+ b2 + ab

63

2

(
a2 + b2

)
6 3

2

(
a2 + b2 + c2

)
.

题目 1的点评 第 10题参考答案证法一,是先取特殊值,

进而得到 λ的特殊值,然后证明引理,再用引理证明最后结

论,方法一虽然看上去比较简明,但是特殊值的选取比较神

秘,甚至有点莫名其妙;

证法二是先放缩,再运用换元法,再构造函数,再分类讨

论,再利用导数解决问题,过程冗长复杂

题目 1的新证明 下面我们从问题的本质出发,根据题

目的所给条件与结论的结构特征,给出简约自然、具有普适

性的创新证明如下:

首先由于 a, b, c > 0,所以当 a = b = c = 0时, λ ∈ R原

不等式恒成立. 当 a, b, c不全为 0时,不妨设 a > b > c > 0,
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则原不等式

M 6 λ
(
a2 + b2 + c2

)
⇔ λ > M

a2 + b2 + c2

恒成立, 因此 λ >
(

M

a2 + b2 + c2

)
max

. 下面我们求

M

a2 + b2 + c2
的最大值. 由于

M

a2 + b2 + c2
6 M

a2 + b2

恒成立,当且仅当 c = 0时“=”成立. 当 c = 0时,
M

a2 + b2
=

ab+ (a+ b)
√
a2 − ab+ b2

a2 + b2

6 a2 + 2a ·
√
2a2 − b2

2b2

恒成立,因此
M

a2 + b2
6
[
a2 + 2a

√
2a2 − b2

2b2

]
min

=
3

2
,

当且仅当 a = b时,“=”成立. 综上 M

a2 + b2 + c2
6 3

2
,当且

仅当 a = b > 0,且 c = 0时“=”成立即(
M

a2 + b2 + c2

)
max

=
3

2
⇒ λ > 3

2
⇒ λmin =

3

2
.

由此我们就可以知道其实特殊值的选取并不唯一,例如

我们可以选择更加简单的特殊值 a = b = 1, c = 0 ⇒ λ > 3

2
,

也就是说只要 a = b > 0且 c = 0都是可以的! ! 甚至是我们

根本就不用选取特殊值进行试探,而是分析透彻,认清本质,

一气呵成,至此神秘面纱荡然无存!

题目 2 (2018 年第六届“学数学”奥林匹克邀请赛

(秋季) 第二试第二题) 设 n ∈ N∗, 正整数数列 {xn} 满足

1 = x0 6 x1 6 · · · 6 xn. 证明:
n∑

i=1

√
xi − xi−1

xi
6

 n2∑
i=1

1

i

− 1

2
.

解答 用数学归纳法证明. 当 n = 1时,有
√
x1 − x0

x1
=

√
x1 − 1

x1

=

√
−
(

1

x1
− 1

2

)2

+
1

4
6 1

2
= 1− 1

2
,

结论成立. 假设当 n = k时,结论成立. 即
k∑

i=1

√
xi − xi−1

xi
6

 k2∑
i=1

1

i

− 1

2
.

下面证明,当 n = k+ 1时,结论也成立. 若 xk+1 > (k+ 1)2,

则由归纳假设得

k+1∑
i=1

√
xi − xi−1

xi
6

 k2∑
i=1

1

i

− 1

2
+

√
xk+1 − xk

xk+1
1⃝

而
√
xk+1 − xk

xk+1
6
√
xk+1 − 1

xk+1
=

√
1

xk+1
−
(

1

xk+1

)2

<

√
1

(k + 1)2
− 1

(k + 1)4
=

√
k2 + 2k

(k + 1)2

<
k + 1

(k + 1)2
<

(k+1)2∑
i=k2+1

1

i
,

代入式 1⃝即得

k+1∑
i=1

√
xi − xi−1

xi
6

(k+1)2∑
i=1

1

i

− 1

2
.

此时结论成立. 若 xk+1 6 (k + 1)2,由 1 = x0 6 x1 6 · · · 6
xk 6 xk+1,知对所有 i = 1, 2, · · · , k + 1, xi − xi−1 都是非

负整数,故 xi+1 − xi >
√
xi+1 − xi. 从而,

k+1∑
i=1

√
xi − xi−1

xi
6

k+1∑
i=1

xi − xi−1

xi

6
(

1

x0+1
+

1

x0+2
+. . .+

1

x1

)
+

(
1

x1+1
+

1

x1+2
+· · ·+ 1

x2

)
+· · ·+

(
1

xk+1
+

1

xk+2
+. . .+

1

xk+1

)

=
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

xk+1
6

(k+1)2∑
i=1

1

i

− 1

2
,

此时结论也成立. 综上所述,结论对任意 n ∈ N∗ 都成立.

题目 2的点评 原证明方法采用了数学归纳法和分类讨

论, 这种解法虽然是与自然数相关的命题证明的常用方法,

但是过程冗长繁难,技巧性很强,学生难以把控.

题目 2的新证明 下面我们认真分析问题的本质特征,

创新思考,给出自然的、简约的具有普适性的创新证明.

由已知得
√
xi − xi−1 6 xi − xi−1, i ∈ N∗,

n∑
i=1

√
xi − xi−1

xi
−

n2∑
i=1

1

i
+

1

2

6
√
x1 − x0

x1
+

(x2 − x1) + · · ·+ (xn − xn−1)

x0

−
(

1

n2
+

1

n2
+ · · ·+ 1

n2

)
+

1

2

=

√
x1 − x0

x1
+ xn − x1 −

n2

n2
+

1

2

6

√
−
(

1

x1
− 1

2

)2

+
1

4
+ (xn − x1)− 1 +

1

2
6 xn − x1

恒成立,因此
n∑

i=1

√
xi − xi−1

xi
−

n2∑
i=1

1

i
+

1

2
6 (xn − x1)min = 0,

所以
n∑

i=1

√
xi − xi−1

xi
6
(

n2∑
i=1

1

i

)
− 1

2
.
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题目 3 (2018 年全国高中数学联合竟赛加试 A 卷

第一题) 设 n 是正整数, a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn, A,B

均为正实数, 满足 ai 6 bi, ai 6 A, i = 1, 2, · · · , n 且
b1b2 · · · bn
a1a2 · · · an

6 B

A
. 证明:

(b1 + 1) (b2 + 1) · · · (bn + 1)

(a1 + 1) (a2 + 1) · · · (an + 1)
6 B + 1

A+ 1
.

证明 由条件知, ki =
bi
ai

> 1, i = 1, 2, · · · , n. 记
B

A
= K,则 b1b2 · · · bn

a1a2 · · · an
6 B

A
化为 k1k2 · · · kn 6 K. 要证明

n∏
i=1

kiai + 1

ai + 1
6 KA+ 1

A+ 1
1⃝

对 i = 1, 2, · · · , n,由于 ki > 1及 0 < ai 6 A知,
kiai + 1

ai + 1
= ki −

ki − 1

ai + 1
6 ki −

ki − 1

A+ 1
=

kiA+ 1

A+ 1
.

结合 K > k1k2 · · · kn 知, 为证明 1⃝, 仅需证明当 A > 0,

ki > 1 (i = 1, 2, · · · , n)时,有
n∏

i=1

kiA+ 1

A+ 1
6 k1k2 · · · knA+ 1

A+ 1
2⃝

对 n进行归纳,当 n = 1时,结论显然成立. 当 n = 2时,由

A > 0, k1, k2 > 1可知

k1A+ 1

A+ 1
·k2A+ 1

A+ 1
−k1k2A+ 1

A+ 1
= −A (k1 − 1) (k2 − 1)

(A+ 1)2
6 0

3⃝
因此 n = 2 时结论成立. 设 n = m 时结论成立, 则当

n = m+ 1时,利用归纳假设知,
m+1∏
i=1

kiA+ 1

A+ 1
=

(
n∏

i=1

kiA+ 1

A+ 1

)
· km+1A+ 1

A+ 1

6 k1k2 · · · kmA+ 1

A+ 1
· km−1A+ 1

A+ 1

6 k1k2 · · · km+1A+ 1

A+ 1
,

最后一步是在 3⃝中用 k1k2 · · · km, km+1 (注意 k1k2 · · · km >
1, km+1 > 1)分别代替 k1, k2,从而 n = m + 1时结论成立.

由数学归纳法可知, 2⃝对所有正整数 n成立,故命题得证.

题目 3的点评 参考答案与评分标准采用数学归纳法进

行证明,过程冗长,技巧性很强,无形之中增加了问题的难度!

题目 3的新证明 不妨设 A > a1 > a2 > · · · > an >

0, b1 > b2 > · · · > bn > 0,由于
bi
ai

> 1, (i ∈ N∗)

⇒ B

A
> b1b2 · · · bn

a1a2 · · · an
=

(
b1
a1

)(
b2
a2

)
· · ·
(
bn
an

)
> 1

⇒ B > A ⇒ B + 1 > A+ 1 ⇒ B + 1

A+ 1
> 1

又因为

(b1 + 1) (b2 + 1) · · · (bn + 1)

(a1 + 1) (a2 + 1) · · · (an + 1)
6 (b1 + 1)n

(an + 1)n

恒成立,因此
(b1 + 1) (b2 + 1) · · · (bn + 1)

(a1 + 1) (a2 + 1) · · · (an + 1)

6
[
(b1 + 1)n

(an + 1)n

]
min

=

(
an + 1

an + 1

)n

= 1,

当且仅当 b1 = b2 = · · · = bn = a1 = a2 = · · · = an > 0时,

“=”成立,所以
(b1 + 1) (b2 + 1) · · · (bn + 1)

(a1 + 1) (a2 + 1) · · · (an + 1)
6 B + 1

A+ 1
.

题目 4 (2018年全国高中数学联赛陕西预赛第二试第

五题)设 a, b, c > 0. 证明:
a
(
a2 + bc

)
b+ c

+
b
(
b2 + ca

)
c+ a

+
c
(
c2 + ab

)
a+ b

> ab+ bc+ ca.

证明 有对称性不妨设 a 6 b 6 c,则
a

b+ c
6 b

c+ a
6 c

a+ b
.

以 LHS 表示待证不等式的左端. 当 a2 + bc 6 b2 + ca 6
c2 + ab时,即 a+ b > c时,由切比雪夫不等式

3LHS

>
(

a

b+ c
+

b

b+ c
+

c

a+ b

)(
a2 + b2 + c2 + ab+ bc+ ca

)
.

由 Nesbitt 不等式知 a

b+ c
+

b

b+ c
+

c

a+ b
> 3

2
. 且易知

a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ca. 故

3LHS > 3

2
· 2(ab+ bc+ ca) ⇔ LHS > ab+ bc+ ca.

当且仅当 a = b = c时,等号成立. 当 a+ b < c时,
c
(
c2 + ab

)
a+ b

> c2 + ab > c(a+ b) + ab = ab+ bc+ ca,

显然有 LHS > ab+ bc+ ca. 综上所述,原不等式成立.

题目 4的点评 参考答案先设序,然后放缩,再运用著名

的切比雪夫不等式,然后在运用著名的 Nesbitt不等式进行证

明,过程虽然不是过于复杂,但是多次运用著名不等式定理,

难度较大!

题目 4的新证明 不妨设 a > b > c > 0,则
a
(
a2 + bc

)
b+ c

+
b
(
b2 + ac

)
c+ a

+
c
(
c2 + ab

)
a+ b

− (ab+ bc+ ca)

>
3c
(
c2 + c2

)
2a

− 3a2 =
3
(
c3 − a3

)
a

恒成立,因此

(下转第 25页)
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构造差函数的思想也是做这类题的常见思想, 这类思

想的本质其实就是根据 f(x) > 0 (f(x) 6 0)的形式等价于

f(x)min > 0 (f(x)max 6 0),之后求导,根据导函数的特点,选

取参数适当的范围进行讨论,进而求解本题. 这类思想也是

较为容易的,不需要对原函数进行复杂转化,然而对于有些

问题采取这种方式却是有些复杂,甚至会出现无法进行下一

步运算的结果. 此时我们可以采取另一种策略.

(三)化简转化,构造部分函数

有些原函数较为复杂,直接采用上述方法,较为繁琐,不

易将问题解决,所以我们可以根据题干条件适当简化原函数,

进而在采取上述方法来解决,这类思想在运用上灵活性较强,

对于学生来说也存在一定难度.

例 6 (2016 年高考全国卷文科) 已知函数 f(x) =

(x+ 1) lnx− a(x− 1).

1) 当 a = 4时,求曲线 y = f(x)在 (1, f(1))处的切线

方程;

2) 若当 x ∈ (1,+∞)时, f(x) > 0,求 a的取值范围.

解 1)略. 2) 当 x ∈ (1,+∞)时, f(x) > 0,即 f(x) =

(x+ 1) lnx− a(x− 1) = (x+ 1)

[
lnx− a(x− 1)

(x+ 1)

]
> 0,所

以只需证 lnx − a(x− 1)

(x+ 1)
> 0. 令 g(x) = lnx − a(x− 1)

(x+ 1)
,

则 g′(x) =
x2 + 2(1− a)x+ 1

x(x+ 1)
.

当 a 6 2时, x2 + 2(1− a)x+ 1 > x2 − 2x+ 1 > 0,所

以 g′(x) > 0,则 g(x)在 (1,+∞)上单调递增,且 g(1) = 0,

因此 g(x) > g(1) = 0.

当 a > 2时,令 g′(x) = 0得 x1 = a−1−
√

(a− 1)2 − 1,

x2 = a − 1 +
√

(a− 1)2 − 1, 由 x2 > 1, 且 x1x2 = 1 得

x1 < 1,故当 x ∈ (1, x2)时, g′(x) < 0,所以 g(x)在 (1, x2)

时单调递减,所以 g(x) < g(1) = 0,与已知矛盾,舍去.

综上,实数 a的取值范围为 (−∞, 2].

这道题,原函数中有对数函数与一次函数的乘积的形式,

因此求导后,必然既有对数又有一次函数的形式,很难判断

导函数的正负或是极值点, 也就不能判断参数的取值范围,

此方法很难进行,根据题目条件适当进行化简,则使得问题

简单化,求导后的函数为二次函数的形式,更有助于我们的

判断. 这种方法是较为难的,且也是高考中容易出现的,考察

学生的综合能力. 在 2010年高考全国卷 I文科试题中有这样

一道题: 已知 f(x) = x (ex − 1)− ax2, 1) a =
1

2
,求 f(x)的

单调区间; 2) x > 0, f(x) > 0时,求 a的范围. 在这道题中的

2)也是同样道理,原函数存在指数函数与一次函数的乘积的

形式,求导后,导函数中同样存在指数与一次函数乘积形式,

但是若提出 x,函数就变为简单形式,且 x的范围是大于等于

零的,不影响不等式的判断. 这类题较难,需要学生有较强的

综合能力,但同时也提升学生面对问题时,能够考察学生灵

活运用所学知识的能力,锻炼学生的思维.

三、总结

本篇文章主要探讨函数中不等式恒成立问题中求参数

取值范围的内容,面对这类题,一是可以直接进行求导,若导

函数是二次函数或是一次函数,则可根据函数性质对参数范

围进行判断,若较为复杂可联系题干,找隐含条件并充分利

用. 二是原函数较为复杂,导函数也复杂,则采用构造函数的

思想,一般是分离参数法,构造差函数和构造部分函数的形

式. 并根据对题干的解读,通过本文章的分析,决定选取哪个

方法,从而解决问题.
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当且仅当 a = b = c时“=”成立,所以
a
(
a2 + bc

)
b+ c

+
b
(
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)
c+ a

+
c
(
c2 + ab

)
a+ b

> ab+ bc+ ca.

二、感悟与启示

我们从上面给出的四个问题的参考答案不难发现,这些

问题的解答也都注意到了实数的有序性,但是对实数的有序

性公理却视而不见,因为习惯了套路,习惯了已有思维,已有

的经验,已有的模式,相信无论有多少迂回曲折,还是可以运

用最常用的杀手锏——一些著名的不等式定理、利用函数导

数总能够使问题得到解决,因此也就忘却了思考,更忘却了

创新思考,因此过程繁难也就不足为怪,另外,如果作为一道

奥林匹克竞赛题,好像解法就不能简单已经成为不约而同遵

守的“原则”,从而从某种意义上限制了人们的创新思考,因

此我们一定要从数学问题的本质出发探索和发现数学问题

的内在联系,追求自然,崇尚简约,多一点思考. 少一点套路,

让数学的美妙滋润每一位数学爱好者的心田.
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